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改进的奇异值分解法估计图像点扩散函数

汪源源 ,孙志民 ,蔡　铮
(复旦大学 电子工程系 ,上海 200433)

摘要 :为了提高图像复原算法的性能 ,提出了一种改进的奇异值分解法估计图像的点扩散函数。从图像的退化离散模型

出发 ,对图像进行逐层分块奇异值分解 ,并自动选取奇异值重组阶数以减少噪声对估计的影响。利用理想图像奇异值向

量平均能谱指数模型 ,估计点扩散函数奇异值向量的频谱 ,再反傅里叶变换得到其时域结果。实验结果表明 ,该方法能

在不同信噪比情况下估计成像系统的点扩散函数 ,估计结果比原有估计方法有所提高 ,有望为图像复原算法的预处理提

供一种有效的手段。
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Estimation of PSF of image system using modif ied SVD method
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Abstract : To improve t he performance of image restoration algorit hms , a modified Singular Value De2
composition (SVD) met hod was p roposed to estimate the Point Spread Function ( PSF) of an imaging

system. U sing t he discrete image degradation model , a block2based SVD filter scheme was applied for

t he image denoising wit h an automatically determined singular value rank. After t he spect ra of PSF

singular vectors were estimated under an exponential model for the averaged spect ra of un2degraded

image singular vectors , t he IFF T was used to get t he time2domain estimation of the PSF. The experi2
mental result s show t hat this p roposed met hod can be applied to estimate t he PSF of the imaging sys2
tem under a wide SN R range and it s performance is bet ter t han t he original method. It may be used as

an effective met hod for t he image prep rocessing in image restoration problems.

Key words : image restoration ; Point Spread Function ( PSF) ; block2based Singular Value Decomposi2
tion (SVD) ;image degradation ; exponential model of averaged spect ra

1　引　言

　　在图像成像过程中 ,成像系统性能造成的图

像边缘模糊和成像条件等因素带来的噪声叠加 ,

往往使得图像质量退化。为了去除或减轻这些在

成像过程中发生的图像质量退化 ,除提高成像系

统性能和改善成像条件外[122 ] ,还可以利用图像复



原方法对退化的图像进行处理。图像退化的通用

模型中 ,图像边缘模糊被视为一个二维点扩散函

数 ( PSF)与原始图像的卷积过程 ,成像噪声则是

一个加性的高斯白噪声。因而 ,成像系统可以利

用这个二维点扩散函数和噪声方差或信噪比参数

进行描述。

作为图像复原方法应用中的一个关键环节 ,

成像系统点扩散函数的估计问题已经有许多算

法 ,例如早期的基于图像复倒谱的估计方法[3 ] ,基

于二维 A RMA模型的估计方法[ 425 ] ,利用多帧图

像序列维纳滤波方法[6 ]和近期出现的基于奇异值

分解的估计方法[ 728 ]等。

2　基于奇异值分解的估计方法

　　根据矩阵奇异值分解理论 ,任意一个大小为

P×Q的矩阵 A ( P≥Q)可以写成 :

A = UΣV T = ∑
Q

r = 1
sr u rνT

r = ∑
RA

r = 1
sr u rνT

r , (1)

其中 ,U和 V分别为 P ×Q的左奇异阵和 Q ×Q

的右奇异阵 ,各列向量 ur 和 vr 互相正交 ; Q×Q

的对角阵Σ是 A的奇异值矩阵 ,由各阶奇异值 sr

按式 (2)从大到小排列组成 ; RA 为 A 的秩 ( RA ≤

Q) 。

s1 ≥s2 ≥L ≥sRA
≥sRA + 1 = L = sQ = 0 , (2)

一般地 ,图像退化模型如式 (3)所示 :

G = h 3 F + N , (3)

其中 , F、G和 N 分别为理想源图像、退化图像和

零均值高斯白噪声 ,大小均为 N ×N ; h为 (2 K +

1) ×(2L + 1)的空间不变点扩散函数。该模型的

离散形式为 :

g ( i , j) = ∑
K

k = - K
∑
L

l = - L

h ( k , l) f ( i - k , j - l) + n( i , j)

, (4)

其中 , f ( i , j) 、g ( i , j) 、n( i , j)和 h ( k , l)分别代

表 F、G、N 和 h的离散形式。对源图像和退化图

像分别进行奇异值分解 ,则式 (4)可以变换为 :

∑
RG

r = 1
srG u rGνT

rG = ∑
K

k = - K
∑
L

l = - L

h ( k , l) ∑
R F

r = 1
srFkl u rFklνT

rFkl + N

, (5)

其中 RG和 R F 分别为源图像和退化图像矩阵的

秩 ( RG≤N , R F ≤N ) , srG和 s rF分别为源图像和退

化图像矩阵的第 r个奇异值 , urG和 u rFkl分别为相

应的左奇异向量 , vrG和 vrFkl分别为相应的右奇异

向量。

同样地 ,点扩散函数 h也可以进行奇异值分

解 ,并可以用第一阶重组近似表示 ,如式 (6) :

h = ∑
Rh

p = 1
sph u ph v T

ph ≈ s1 h u1 hv T
1 h , (6)

将式 (6)代入式 (5) ,观察等式的两边 ,可以得到图

像和点扩散函数的奇异值向量间的卷积关

系[728 ] :

∑
R

r = 1
urG ≈ ∑

R

r = 1
u1 h 3 urF ,∑

R

r = 1
vrG ≈ ∑

R

r = 1
v1 h 3 vrF , (7)

为了利用这种时域的卷积关系来估计点扩散

函数 ,可以把它变换到频域后进行处理。式 (8)给

出了理想图像奇异向量平均能谱的指数模

型[728 ] :

Ŝ uF = Ŝ vF = DF T (ρ| n|
R ) , | n| ≤N/ 2 , (8)

其中 , Ŝ uF和 Ŝ vF分别为理想图像源一阶左奇异值

向量和右奇异值向量的平均能谱 , R为选取的奇

异向量重组阶数 ( R ≤N) ,ρR 表示前 R 阶奇异向

量的一步自相关系数平均值 ,这里根据实验可取

为 0 . 84[8 ]。

这样就可以从式 (7)估计点扩散函数第一阶

奇异值向量的频谱 ,其幅度估计如式 (9)所示 :

ÛG =
∑

R

r = 1

S ruG

RŜ uF
, V̂ G =
∑

R

r = 1

S rvG

RŜ vF
, (9)

其中 S ruG和 S rvG分别为退化图像第 r 阶左奇异值

向量和右奇异值向量的能谱。奇异值向量频谱的

相位通常设为零 ,直到从幅度估计中检测到过零

点时跳转为π相位[5 ]。将点扩散函数第一阶奇异

向量的幅度和相位估计结果耦合后进行反傅里叶

变换 ,可以得到相应的时域估计结果 ,选定奇异向

量的边界[8 ]后再进行重组 ,得到点扩散函数的估

计值。

3　改进的点扩散函数估计方法

　　上述估计算法中 ,整个图像矩阵进行奇异值

分解后 ,根据经验选取固定的阶数进行重组[8 ] ,其

他数值较小的奇异值被认为对应于图像的噪声 ,

因而将这些奇异值置为零。

这样处理存在两个问题。一是选取的奇异值

重组阶数是固定的一个经验数值。不同的噪声水
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平下 ,选取的重组阶数应该是不同的 ,根据经验选

取固定的数值无法取得很好的效果。二是忽略了

图像的局部差异。图像信号在不同局部强弱不

同 ,但噪声在各局部的统计表现却是基本一致的 ,

因而对于存在差异的图像局部而言 ,噪声在其奇

异值中的表现存在差异 ,直接在全局奇异值中筛

选无法很好去除图像中的噪声。

针对以上两个问题 ,本文对原有估计算法进

行两点改进。

3 . 1　奇异值重组阶数的自动选取

上述退化模型中 ,设 S = h 3 F ,则 G = S + N ,

设 S的秩为 R ≤N ,则其后 ( N2R )阶奇异值为 0。

由于噪声 N 通常是一个满秩的矩阵 ,因此 G的后

( N2R) 阶奇异值不再为 0 ,而只是一些较小的数

值 ,并且与其前 R 阶奇异值相比要小很多 ,将这

些奇异值设为 0 后进行重组得到的 G′更接近于

S ,从而起到减轻噪声影响的作用。

为了自动选取 R ,令 ci = ∑
i

j = 1

βj ,其中 i = 1 ,

2 , ⋯N。根据{βi }
N
1 的特点 , { ci }

N
1 组成的曲线可

以用两段不同斜率的线段近似表示 ,其交点处对

应的 ci 就是 c R。因而只需要通过简单的几何关

系找到这两段近似线段的交点 ,就可以确定 R的

取值。如图 1所示 ,曲线 A B C可以用 A B′和 B′C

两条线段近似 , B′D 垂直于线段 A C 且与曲线

A B C交于 B 点 ,当 B D 取到其最大值时 , B 点对

应的阶数就是 R ,此时 B E也取到其最大值。实

际上 ,可以将曲线 A B C和直线段 A C看作阶数为

i 的两个函数 ,它们的距离就是 B E。据此可以方

便地确定 R。

图 1　R自动选取方法示意图

Fig. 1　Demonstration of the automatic selection of R

3 . 2　图像分块逐层递进作奇异值分解

考虑到噪声在图像不同局部的不同影响 ,将

图像进行分块 ,并改变分块大小逐层递进应用奇

异值分解 ,然后选取一定的阶数进行重组去噪[9 ]。

具体的步骤如下 :

(1)初始化子块大小为 m×m , m = 4。

(2)退化图像 G被分割成 m ×m大小的子块

集{ Gbi }
M
1 ,其中 M =

N
m

2

。

(3)各个子块分别进行奇异值分解 ,并用 3 . 1

节中的方法自动选取重组的阶数 ,重组得到新的

子块集{ Gb′i } M
1 ,并按原来顺序组合成 G′。

(4)如果 m = N/ 4 ,循环结束 ,得到的 G′就是

去噪后的最终结果。否则 ,用 G′取代 G , m 增大

一倍 ,回到步骤 (2)进行新一轮循环。

综上 ,改进后的点扩散函数估计方法步骤为 :

先对退化图像 G进行逐层分块奇异值分解 ,并自

动选取重组的奇异值阶数 ,重组得到降噪后的图

像 ,并通过理想图像奇异向量平均能谱的指数模

型 ,得到点扩散函数频域的估计结果。最后将频

域的估计结果反傅里叶变换到时域 ,进行必要处

理得到最终的估计结果。

4　实验结果和分析

　　本文对改进的点扩散函数估计方法 ,进行了

模拟实验来评估其性能。实验中 ,先以 256×256

的标准数字图像作为理想的成像源图像 ,选用 3

×3的点扩散函数对其进行模糊 ,并叠加一定信

噪比的零均值高斯白噪声后得到退化图像。

为验证估计方法的有效性 ,先后用表 1 所示

的两种不同类型点扩散函数进行实验。

表 1　实验所用的两种不同类型 PSF

Tab. 1　PSF of two different types for experiment s

均值型 PSF 高斯型 PSF

0. 1111 0. 1111 0. 1111 0. 0751 0. 1238 0. 0751

0. 1111 0. 1111 0. 1111 0. 1238 0. 2042 0. 1238

0. 1111 0. 1111 0. 1111 0. 0751 0. 1238 0. 0751

　　为了对比方法改进前后的性能 ,分别应用改

进前后的方法处理退化图像来估计点扩散函数 :

(1)退化图像整体作奇异值分解 ,且固定重组

阶数 R = 40 ,即为原有估计方法 ;

(2)退化图像逐层分块作奇异值分解 ,且自动

选取重组阶数 ,即为本文提出的改进估计方法。

得到估计结果后 ,对两种方法各自去噪后的
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图像分别进行反卷积 ,并与源图像比较计算其信

噪比 (SNR)和峰值信噪比 ( PSN R) 。

表 2为在不同信噪比下对 Lena 图像进行实

验得到的估计结果。从中可以发现 ,改进方法的

估计结果比原有方法的估计结果数值上更接近实

际 PSF ,说明改进的方法比原有方法在估计性能

上有所提高。另外 ,对高斯型 PSF的估计效果随

信噪比的提高有所改善 ,而对均值型 PSF的估计

效果在信噪比提高时反而变差 ,说明估计算法更

符合高斯型 PSF的成像模型 ,即本文提出的改进

估计方法对高斯型 PSF 的估计更加准确。在实

际成像中 ,高斯型 PSF是最常见的一种模型 ,因

此本文的改进算法更加符合实际情况。

作为实例 ,图 2给出了 30 dB信噪比、高斯型

PSF下估计出 PSF后进行反卷积得到的复原图

像。可见 ,利用改进方法估计得到的 PSF进行复

原的效果更好。

本文还对 9幅标准数字图像 (如图 3所示)进

行了实验 ,采用表 1中的高斯型 PSF ,在不同的信

噪比下分别利用两种方法估计 PSF ,并用估计的

结果对降噪后的退化图像进行反卷积复原 ,然后

与源图像比较计算其 SNR和 PSNR。图 4 为在

加噪信噪比为 30～50 dB 的情况下 ,对用两种方

法估计得到的 PSF进行反卷积复原 ,得到的复原

图像与源图像相比的 SN R。可以看到在不同信

噪比下 ,与原有方法相比 ,用改进方法估计得到的

PSF进行复原的效果普遍有所改善 ,提高 1 dB左

右。PSNR的比较结果也基本如此。

表 2　不同信噪比下 Lena图像的实验结果

Tab. 2　Experimental result s of the Lena image with

different signal2to2noise ratios (SNR)

(a) 均值型 PSF的估计结果对比

(a) Estimated averaging PSF by two methods

SNR
(dB) 原有方法估计结果 改进方法估计结果

0. 1073 0. 1194 0. 1073 0. 1086 0. 1111 0. 1086

30 0. 1067 0. 1188 0. 1067 0. 1135 0. 1162 0. 1135

0. 1073 0. 1194 0. 1073 0. 1086 0. 1111 0. 1086

0. 0966 0. 1187 0. 0966 0. 0975 0. 1197 0. 0975

40 0. 1165 0. 1431 0. 1165 0. 1148 0. 1409 0. 1148

0. 0966 0. 1187 0. 0966 0. 0975 0. 1197 0. 0975

0. 0952 0. 1175 0. 0952 0. 0972 0. 1208 0. 0972

50 0. 1187 0. 1465 0. 1187 0. 1140 0. 1417 0. 1140

0. 0952 0. 1175 0. 0952 0. 0972 0. 1208 0. 0972

(b) 高斯型 PSF的估计结果对比

(b) Estimated Gaussian PSF by two methods

SNR
(dB)
原有方法估计结果 改进方法估计结果

0. 0649 0. 1390 0. 0649 0. 0711 0. 0968 0. 0711

30 0. 1116 0. 2389 0. 1116 0. 1553 0. 2114 0. 1553

0. 0649 0. 1390 0. 0649 0. 0711 0. 0968 0. 0711

0. 0777 0. 1289 0. 0777 0. 0759 0. 1337 0. 0759

40 0. 1179 0. 1957 0. 1179 0. 1141 0. 2008 0. 1141

0. 0777 0. 1289 0. 0777 0. 0759 0. 1337 0. 0759

0. 0729 0. 1274 0. 0729 0. 0736 0. 1252 0. 0736

50 0. 1210 0. 2116 0. 1210 0. 1230 0. 2094 0. 1230

0. 0729 0. 1274 0. 0729 0. 0736 0. 1252 0. 0736

SNR = 20. 33 dB

PSNR = 27. 55 dB

(a) 原有方法估计 PSF复原图像

(a) Original method

SNR = 21. 69 dB

PSNR = 28. 91 dB

(b)改进方法估计 PSF复原图像

(b) Modified method

图 2　SNR = 30 dB时用两种方法对高斯型 PSF的

估计后反卷积得到的复原图像

Fig. 2 　Deconvolution result s using the estimated

Gaussian PSF by the two methods respec2
tively under SNR = 30 dB
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图 3　实验用标准数字图像 (序号为 1～9)

Fig. 3　Standard digital images for experiment

(indexed with 1～9)

(a) 30 dB

(b) 40 dB

(c) 50 dB

图 4　不同信噪比下分别用原有方法 (‘+’表示)和

改进方法 (‘o’表示)估计的 PSF复原的结果

Fig. 4 　Deconvolution result s using the estimated

PSF by the original method ( denoted by

‘ + ’) and modified method ( denoted by

‘o’) with various SNRs

5　结　论

　　针对奇异值分解法估计图像点扩散函数存

在的主要缺点 ,本文提出了改进方法 :从图像退化

离散模型出发 ,对图像进行分块逐层奇异值分解 ,

并自动选取奇异值重组阶数以减少噪声对估计的

影响 ,然后再进行基于奇异值分解的估计。

对两种不同类型的 PSF 进行估计的实验结

果表明 ,该方法对比较普遍的高斯型 PSF具有较

好的估计效果。对部分标准数字图像的实验结果

表明 ,改进后的方法能够在不同信噪比情况下估

计成像系统的点扩散函数 ,且其估计结果比原有

方法有所提高 ,有望为图像复原算法的预处理提

供一种有效的手段。
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